










ノートの前半を、当時社会人院生として受講した、加速器センター技官の 大島君が tex に入
力してくれた。これはそれにいくらか手をいれたものである。
磁場及び電場の概算



















2× 938× 1× 106 [V ]
1.5 [T ]× 3× 108 [m/s] = 9.63 cm (2)



























曲率半径 aE はエネルギー T に依存し質量や運動量によらない。
例えば、
q = 1.6× 10−19 C, T= 1 MeV, E= 1 kV/mm ならば aE = 2 m となる。
aE は v2，aM は v に比例するので，エネルギーの高い粒子を曲げるのには磁場が用いら
れ，エネルギーの低い粒子には電場が用いられることになる。









































軸対称電場の加減速に対する収束作用 → Einzel lens
i) 収束性場と発散性場の通過時間に差がある






ないから，近軸光線のみが重要であるとして Z 軸 ( イオンの進行方向) 上の電位分布 Φ(z)
を与え，potential を r の級数に展開する。円筒対称性を仮定し、円筒座標系を使用する。
potential φ は角度 θ に依らない。又，同じく回転対称性より Z 軸上では電場は Z軸方向成
分しか持ち得ない。即ち、∂φ/∂r)r=0 = 0 であるから、





















































φ(r, θ, z) = Φ(z)− 1
4
Φ′′(z) · r2 (7)
Z軸近傍の電位は Φ(z)とその二階微分 Φ′′(z)で大体のところは決まってしまう。
今の回転対称軸を有する問題では、独立な方向は Z 軸方向と r 軸方向がある。更に、回転対称性から Z 軸に



































































































































































この図では、ポテンシャル Φ(z) の代用品として、Tan−1(z) を採用し、その２階微分と収束力の強さを計算
した。従ってこの図には定性的な意味しか無い。
Φ′′(z) は Z = 0で反対称であるが，
√
Φ(Z) は Z > 0 では Z < 0 より大きいので r(z) が






































B(r, z) = −∇φm = r
2
Φ′′m(z) er − Φ′m(z) ez (18)
静磁場中の荷電粒子の運動には、単純なエネルギー積分が存在する。運動方程式を m r¨ =
q (r˙ × B) として、スカラー的に 速度 v を両辺にかけると、v · (r × B) = 0 であるから、
v =
√
2 qΦ/m ＝一定という式を得る。ここで、Φ はイオンの加速電圧である。即ち、静磁
場中ではイオンは方向は変えるが速度 (の大きさ)は変えない。一方静磁場中では、角運動量







































































































= C =一定 (22)











































が Bz に比例するから、B2z に比例する。起磁力が一定ならば、磁場を出来るだ
け局所化して、Bz の大きな部分を作るのが得策である。








= 一定であるから、一定の運動量 p を持った粒










































の内の x-z 面内での入射イオンの初期条件を考えよう。出発点の x 座標は x1 だけ原点から
ずれていて、z 軸とは x′1 = dx/dz だけ角度が異なっているだろう。又、相対運動量は中心軌




x2 =M x1 (26)






簡単な場合には、x-z 面内のベクトルと y-z 面内のベクトルとは干渉しないので独立に計算
する場合もある。
x 方向 (bend 面内)の行列要素の意味。
独立なベクトルを、(x, x′, δ) だとする。輸送行列 M の第１、１要素は、物点 (始点)の x
座標が像点の x 座標に変換される係数だから、像倍率という意味がある。M1, 1 =< x|x > と
書かれる場合もある。
M1, 2 は、全体の輸送行列では、角度収束に関係する。物点から、x′0 という角度で放出され















(x2 − y2) |x| < a , |y| < a
と与えられる。電場は
E(x, y) = −∇φe = −2V
a2












磁気的 quadrupole lens も同様に作られる。（図参照）
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x, y 軸を適当に入れ換え k2 > 0 とすると、この運動方程式の解は、
x方向の解 x = A cosh kz +B sinh kz
y方向の解 y = C cos kz +D sin kz
Q-lens の入り口での位置及び z 軸となす傾きを (x0 , x0′)，(y0 , y0′) とすると，係数 A, B, C,
D は次のように決まる。(入り口で z = 0と置く)
A = x0, B = x
′
0/k, C = y0, D = y0
′/k
長さ `の Q-lensを通過した後の位置と z軸となす角度を (x1, x1′)，(y1, y1′)とすると、解は次
式で与えられる。
x1 = x0 cosh k`+
x′0
k




x′1 = k x0 sinh k `+ x
′
0 cosh k` y
′









 cosh k` 1k sinh k`









 cos k` 1k sin k`




直接計算するとわかるように transfer matrix の行列式の値は１である。これは位相空間の体
















x0 = 1 , x
′





1 , x′0 = − 1) という解はある意味で収束的である事に注意したい。x′0 < 0 という初期条
件と組み合わせて使えば便利に使えるものである。
実用上の注意
電磁場の z 成分は無いと仮定したが，これは Q lens の出入口付近では正しくない。実用上は
(Q lens の有効長さ)を (Q lens の物理的長さ) +( gap (2a) の 0.5 ～ 1 倍)としておけばよさ
そうである。ここで因子 (0.5 ～ 1) というのは，∂B/∂r をどの程度にとるかにとるかによる。
図は、下に示した文献に報告されている、Q 電磁石の端縁場の様子を示したものである。
磁極の内部と同じ強さの磁場が磁極外にいくらか浸み出していて、それから外では磁場は
急に０になるという近似を sharp cut off 近似と呼ぶ。
pole boundaryから SCOFF field boundary迄の距離は今の場合，aperture半径の 52％外
へ出ている。内径 ID が 2” の Q-magnetに対し，effective field boundaryが 0.57” magnet
の pole boundary はより外に出ていて，この近似は pole tip の径や excitation によらないと
いう報告もある。
I.E.Dayton，F.C.Shoemaker ＆ R.F.Mozley NIM25(1954)485
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x2 − y2 = 1 という双曲線の右半分を，中心 (A , 0) 半径 R の円で x 軸を軸として ±0.6
ラジアンの範囲で一番よく近似するのは，
A = 2.1781 , R = 1.1752
± 0.78 ラジアンに広げると A = 2.3302 , R = 1.3219 である。









where Bρ in Gauss・cm
d : aperture diameter (not radius) in cm
IN : Ampere turn per pole
Q・doublet と Q・triplet
Q lens は一つだけ使うと，x 方向に収束性がある時には y方向には発散性を示す。即ち x 方
向の凸レンズと y 方向の凹レンズの作用を併せ持つ。このレンズを２枚組み合わせると，x,
y 両方向に収束作用を有する lens 系を作り得る。
Q doublet
行列を用いて２枚レンズの収束条件を調べてみる。











x1 = x0 + x
′
0 × L, x′1 = x′0






先に導いた Q lens の transfer matrix をもう一度書いておくと、
収束性の Q・lens
 cos kd 1k sin kd
−k sin kd cos kd
 = QC(k, d)
発散性の Q・lens
 cosh kd 1k sinh kd
k sinh kd cosh kd
 = QD(k, d)
図のような長さ L0 の自由空間、強さが k1、長さが d1 の Q 磁石、長さ L1 の自由空間、強




L L Ld d
0 1 1 2 2
1 2
全体の Tranfer matrixの x , y 成分は、
Mx = D(L2)×QC(k2, d2)×D(L1)×QD(k1, d1)×D(L0)
My = D(L2)×QD(k2, d2)×D(L1)×QC(k1, d1)×D(L0)





Mx′ x Mx′ x′
)
等と行列要素を書くと，x, y 両方向とも，一点 S から放出された粒子が O に収束する（二
重収束と言う）条件は
Mxx′ =Myy′ = 0
となればよい。k1 , k2 を調節すれば，この条件は満足される。
次に二重収束が成立する直観的な説明を与えておこう。先ず、覚えて置くべき事は、収束力
や発散力の強さは、中心軸からの距離に比例しているという事実である。
最初に収束性の Q 磁石 ( Q1 )を通ったとする。Q1 の入口での振幅が x1 in であったとす
ると、出口では振幅 x1 out は、x1 in よりも小さくなっているとする。次の Q 磁石 Q2 の入口




ら、出入り口での振幅 y1 in, y1 out は同符号であり、y1 in の方が小さい。Q2 の入口での振幅
y2 in も y1 in と同符号であり、大きさは増えているとする。Q2 では 振幅に比例した収束力を




図を描いてみると良く分かるが、x1 > x2, y1 < y2 という条件を実現しているのは、二
つの Q 磁石の真中にある自由空間である。逆説的な言い方をすると、この Q1 と Q2 間に挟
んだ自由空間が収束性を与えている。
具体的な数値計算の結果を以下に図示する。
上図は Q・doublet の二重収束性を示した図である。ここでは単純化のために，drift space
と Q・lens の長さを全て 0.3 とした。k1 = +3.8 とし，k2 を適当に調節すると二重収束性





これが欠点となる場合には，Q・lens を３つ並べ triple Q と称される。
図のように，S , O の中心を対称面とする様に配置し，Q2 の中央で x′ = y′ = 0 となる様
に調節すれば， x , y 面内での倍率が１で且つ S から出た時の像がそっくりそのまま O に作
られる事は自明であろう。（但しこの時もエネルギー又は運動量分散性は残る）
三連の Q lens では、中心の Q 磁石の中点を対称点として、左右を対称に配置する事が出来
るならば、像倍率が x、y 両面共に１という条件を実現出来る事は、簡単に了解出来るだろう。
Q lens の端縁磁場の影響に関する議論は、以下の論文を参照してもらいたい。





+ (λ− 2 q cos 2 x)y = 0 (1)
16
この方程式は、２次元 Helmholtz の方程式 (∇2 + κ2)u = 0 を楕円座標
x = c cosh ξ cos η, y = c sinh ξ sin η












cos 2η)G = 0




+(λ− 2 q cos 2 x)
はパリティーを保存するから、この方程式には、偶パリティーと奇パリティーの独立解が存在
する。そこで、x = 0 近傍で、サイン (コサイン)的な解を想定する。
yc(x) : cos like ; yc(0) = 1, y
′
c(0) = 0
ys(x) : sin like ; ys(0) = 0, y
′
s(0) = 1





y(x) = eiµ x u(x), u(x+ pi) = u(x) (2)
即ち、u(x) は周期がπの周期関数である。但し、µ は一般には複素数であり、次の関係を満
足する。
cos(µpi) = yc(pi) (3)
ここで、µ は固有指数と呼ばれる。µ = µ′ + i µ′′ と実部と虚部に分けて書くと、
cos(µpi) = cosµ′pi coshµ′′ pi − i sinµ′pi sinh µ′′pi = yc(pi)
であり、yc は上の定義により実数だから、固有指数の実部 µ′ は整数であるか又は、虚部
µ′′ = 0 でなければならない。
もしも、|yc(pi)| > 1 ならば、µ′′ 6= 0 となり、Bloch の解は有界ではあり得ない。いっぽう、
|yc(pi)| < 1 ならば、µ′′ = 0 であって (即ち µ は実数) Bloch の解は絶対値が１の関数 (eiµ x )
と周期がπの関数 u(x) の積であり、この場合は当然、有界である。
|yc(pi)| = 1 というのが、Bloch の解が有界かそうでないかを判断する基準となる。
証明は省略する。何か数学の教科書を参考にしてもらいたい。
(1) で、λ と q を与えた時、コサイン的な解を x = pi 迄延長すると、解の有界性が判断で
きる。解をフーリエ級数に展開するのが、有効かもしれない。
q を与えて、”固有値”λ の範囲を描ける。特に q = 0 ならば、λ > 0 で、三角関数解があ
る事は自明である。|q| が小さければ、λ < 0 の範囲にも安定解が存在し得る。即ち、q = 0
17
ならば本来は指数関数解となるべきものが、2 q cos 2x の存在の為に発散しなくなる場合があ
る。物理的には、倒立振り子がこの例になっている (本来倒れるはずだのに倒れない)。
安定解の存在領域を示す図を岩波の数学公式集から、引用しておこう。
以下で興味のあるのは、原点に一番近くにある安定領域である。左の図で a0 と b1 に囲ま
れた領域である。0 ≤ λ ≤ 1 という縦軸の部分と 0 ≤ q ≤ 1 より少し小さな横軸の部分とが
含まれている。
q は cos 2x の係数であるから、安定領域は q < 0 の方にも対称に広がっている。
一般解
１) µ が整数でない時 (|yc(pi)| 6= 1)。ei µ x u(x) と e−iµ xu(−x) が独立解である。








y′c(pi) ys(x) + g(x)
ここで、f(x), g(x) は周期がπ又は２πの周期関数である。






+ ω20 y = 0
は単振動を表す。ここで、
ω20 → ω(t)2 = ω20(1− ² cosΩ t)
18




























qn cos 2nx)y = 0
に対しても成立する。即ち、摂動には高調波が含まれていても良い。この事は、シンクロトロ
ン等の円形加速器の理論にとって非常に有難い事である。





この装置の potential φ は以下のように与えられる。
φ (x, y) =

























































Mathieu 函数の値は固有値 A と摂動項 Q の大きさにより，周期解がある場合と，発散解
になる場合とがある。前の節では、λ と q という記号で登場した。
Quadrupole mass filterの場合には Aも正，負の値をとり得るので (x,y 両軸方向共に安定
解を得なければいけないから) A,Q の符号に依らず安定解を与える領域を用いる事となる。
これは原点近くに存在する。(Q軸で折り返し，A < 0の安定領域を A >0 の安定領域の重な
るところが実用領域)
注意すべき点は A,Q は質量を含むが，v2 は消えてしまっているから，エネルギー分散は無く
なり，質量分散だけが残っている。これにより，質量分析をする装置が作れる訳である。
安定解領域ギリギリ内側で使う事にすると，特定の質量に対しては安定解であるが，他の質
量に対しては不安定解とすることができる。この時，特定の質量のみが Q lens を通過できる
ので filter として使える事になる。このギリギリの点の値は Q=0.706, A=0.3356 × Q 付
近である。質量に対する tuning は α を固定して電圧を掃引することにより実現される。参
考のために Q=0.706, A=0.2369 に対する，sine-like な Mathieu 函数の振舞いを示す。比
較のために sin x と Q cos 2x の図を示す。
周波数 f の振動を周波数 2f の外力で励起する方式は数学的には難しいが，ブランコで遊ぶ
子供には非常に易しい事である。
RFQ (Radio-frequency Quadrupole Liner Accelertor)
Q-lens はイオンの進行方向 (z軸方向)には構造を持たない。これに構造を持たせると，z 方
向成分の持つ電場が実現できる。この z 成分で粒子を加速すると，収束性を備えた加速器が
実現できる。この様な可能性は 1969年 I.M.Kapchinskii と V.A.Teplyakov により提案され，




この断面故に今迄の Q-lens の様に収束性を持たせることが可能である。ただし，DC 電圧




気学が成立すると仮定すると，potential u(r, ψ, z, t) は







Fn(r, ψ) sin(k n z)
]
cos (ωt+ φ)
と書けよう。ここで k は構造が Z 方向に持つ周期性できまる定数である。粒子速度を
β = v/cで表わすと，k = 2pi/βλ : (λは Z 方向の一周期)と与えられる。
n = 2(2s+ 1) であると、
cosnψ = cosn(ψ + pi), cosnψ = − cosn(ψ + pi/2)pi
であるから、









(` = 0, 1, 2, · · · ) では電極は exact に x, y に関して対称になるが，この時




































, X = 1− AI0(ka)
であり，a,ma は xz 面内での z 軸から導体電極までの最短距離と最長距離である。
21
t を固定した時に等電位面を与える様に電極の形を決めなければならない。
r2 cos 2ψ = ±a
2
X
{1∓ AI0(kr) sin kz}
を満足すればよい。










Fn(r, ψ) cos knz · cos(ωt+ φ)dz
により計算され，高調波の寄与は 0 とおくと
∆W = 2eV θ cosφ
と書ける。ここに θ ≡ pi
4
A は加速の効率を与える。(m=1 なら A=0 で加速しない)


































と書ける。右辺第二項のみならば，sine と cosine 又は sinh, cosh という解を与えて，普通の
Q-lens であるが，右辺第一項があるから，quadrupole mass filter と同じく Mathieu 函数が
解になる。うまく定数を選ぶと (x,z) (y,z) 面内で振動解が得られる。(beamが発散すれば当
然加速器としては使えない)
低エネルギーでは安定解の条件は通常満足されている。加速器として RFQ を使う場合に
は z 方向の単位長さ βλ はエネルギー増加に合わせて少しずつ長くしていく。
RFQ は rf 加速器の injector として注目されている。陽子加速で約 1～2 MeV迄の加速
を割合に短い区間で実現できる。DC beam を AC beam にする効率を 90 ％以上にすること
が出来るので非常に効率が高い。DC beam を crystron bunching 方式で、 sine 波を使い、
bunched beam を実現出来るが、全 DC beam の 30 ％ を取り込む事を実現するのは非常に
困難だと思う。
100 mA 級の RFQ も実現出来るから ion implantation 用に Cockcroft-Walton type のも
のに充分対抗できる。DCで使用しないからイオン源を 0 potentialのところに設置できる。
大型のイオン源を設置することも可能である。

























































− k2 n2RΘ = 0


























φ(r, z, t) =
V0 + V1 cosΩ t
r20 + 2 z
2
0
(r2 − 2 z2)








r˙2 + (r θ˙)2 + z˙2
}
− q φ(r, z, t)
オイラーの運動方程式に代入すると、これまでに何度も登場した運動方程式が登場する。





mz¨ = 4qφ z
例に依って、真中の式から、角運動量の保存則が導かれる。
r = 0 の近くから、場にイオンを打ち込むと、角運動量項は非常に小さくなるから、mrθ˙2
を無視すると、
mr¨ = −2qφ r, mz¨ = +4qφ z
Mathieu 関数で表現出来る事を見越して、Ω t = 2 τ と独立変数をかえると、
d2r
dτ 2
= (λr − 2qr cos 2τ) r, d
2z
dτ 2





, λz = −2λr, qr = 4qV1
mΩ2












φ(r, z, t) =
V0 + V1 cosΩ t
r20 + 2 z
2
0
(r2 − 2 z2)








r˙2 + (r θ˙)2 + z˙2
}
− q φ(r, z, t)
オイラーの運動方程式に代入すると、これまでに何度も登場した運動方程式が登場する。





mz¨ = 4qφ z
例に依って、真中の式から、角運動量の保存則が導かれる。
r = 0 の近くから、場にイオンを打ち込むと、角運動量項は非常に小さくなるから、mrθ˙2
を無視すると、
mr¨ = −2qφ r, mz¨ = +4qφ z
Mathieu 関数で表現出来る事を見越して、Ω t = 2 τ と独立変数をかえると、
d2r
dτ 2
= (λr − 2qr cos 2τ) r, d
2z
dτ 2




, λz = −2λr, qr = 4qV1
mΩ2











軌道半径を ρ，偏向角を α とすると中心軌道は A→ C のように曲げられ，A から入って
C へ出て行く。これに対し (x , θ , δ )，δ ≡ (ρ + ∆ρ)/ρ − 1 だけ中心軌道をはずれたビーム
は，中心を P とし半径 BP = ρ+∆ρ の円弧を描く。(図参照)
AB と PQ を平行，Q は O から PQ に下した垂線の足とし，中心軌道から (x0 , θ0 , δ ) だけ
外れた軌道を調べる。磁場では、運動量の大きさは変化しないので、下付の足をつけて δ0 と
は書かない。AB = x0 ，∠OBP= θ0 であり，出口では CD = x , ∠ODP= θとする。
P から OD に下した垂線の足を R とすると，OC + CD = OR +RD であり
(1) x ≡ CD = OR +RD −OC = OR + (ρ+∆ρ) cos θ − ρ 他方
(2) OR = OQ sinα+ PQ cosα
(3) OA+ AB = ρ+ x0 = PQ+ PB cos θ0 = PQ+ (ρ+∆ρ) cos θ0
∴ PQ = ρ+ x0 − (ρ+∆ρ) cos θ0
(4) OQ = BP sin θ0 = (ρ+∆ρ) sin θ0
(3)，(4)の PQを (2)に代入することで ORが計算できる。
(5) OR = (ρ+∆ρ) sin θ0 sinα+ { ρ+ x0 − (ρ+∆ρ) cos θ0 } cosα
この OR を (1) に代入すると x と ρ，∆ρ etc の関係が得られる。ここで一次近似を用
いると θ0 ¿ 1 , x0 ¿ ρ , ∆ρ¿ ρ , θ ¿ 1 であるから
(6) x = x0 cosα+ θ0 ρ sinα+∆ρ (1− cosα)
θ についての式は sin θ = RP/PDとすれば良い。
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RP = (ρ+∆ρ) sin θ = OQ cosα− PQ sinα
= (ρ+∆ρ) sin θ0 cosα− {(ρ+ x0)− (ρ+∆ρ) cos θ0 } sinα










cosα ρ sinα ρ(1− cosα)


























直角出射の場合の磁極の境界を AB，中心軌道を PEQ とする。この時の tranfer matrixは
すでに計算した。この中心軌道から少しはずれた軌道を RSTV とする。この軌道に対応する
イオンのパラメータを (x , θ , δ ) とする。[ start値は (x0 , θ0 , δ )である]
磁極境界上の点 E を回転中心とし，角度 β2 だけ磁極境界を回転させると，中心軌道は変わ
らないが，一般軌道は RS までは変化なく，円弧 ST は直線 SU に変化し W の方へ方向が
変わる。（図参照）
この時の AB 線上での一般軌道の座標を (x′ = x+∆x , θ′ , δ ) とする。
θ′ = ∠OTA+∠TOS = θ+∠TOS, ∆x = TU = ( ρ+∆ρ ) tan(∠TOS )× tan(∠TOS ))
従って ∆x は O(２次) の微少量である。
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(8) x′ = x
(9) ∠TOS = SU
ρ+∆ρ





ゆえに x′ は x と同じであるが，θ → θ + δθ = θ + x
ρ
tan β2 だけ項がくっついた。この
x, θ に (6)，(7)でできる x を代入すると
(10) θ′ = −x0
ρ
(sinα− cosα tan β2)+ θ0 (cosα+ sinα tan β2)+ δ [sinα+ (1− cosα) tan β2]
入口角度を β1 だけ傾けた時は今と同様の議論ができる。結果だけ書くと，
x′0 = x , θ
′







cosα ρ sinα ρ (1− cosα)



























cosα ρ sinα ρ (1− cosα)
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ρ






































cosα+ sinα tan β1 ρ sinα ρ(1− cosα)
−1
ρ
























































ρ sinα ρ (1− cosα)
sin(β1 + β2 − α)
ρ cos β1 cos β2
cos (β2 − α)
cos β2





























主磁場の方向を Y軸，磁極の端縁に沿って X軸，イオンの進行方向に X，Y，Z軸が右手
系をなす様に Z軸を決める。上下の対称面を XZ面 (Y＝ 0)ととる。
• 磁石の座標系は大文字の X Y Z
• イオン軌道の座標系は小文字の x y z
を用いる。Y 軸と y 軸は平行であるが、他の X Z 成分は平行ではない。
端縁部の Y 6=0 のところでは磁力線は曲がっているから B の Z成分が生ずる。y=0 では












両座標系は y 軸を共有し，x，z 系は X，Z 系を y 軸の周りに β1 だけ回転したものになっ













= v cos β1
d
dZ






















· dZ = −tan β1
ρ
y
但しここで右辺では fringing 場中で vX や median plane からの高さ y は変わらないとし
て積分の外に出し p = q BY ρ の関係を使っている。左辺は全て小文字の量であるから，イオ
ンが fringing 場を通過中に y 方向の進行角度がどれだけ偏向を受けたかを示している。右辺








と書ける。イオンはこの端縁場を通過した後 α ρ の距離を走り，更に出口でも同じような
収束力を受ける。全体の効果は













= 1− α tan β1 α ρ
−1
ρ
(tanβ1 + tanβ2) +
α
ρ
tan β1 + tanβ2 1− α tan β2





タテ方向の本質的な部分は Bz が mediam plane上で 0 でその上下で符号を変える事と vX































1− n− t1 t2√
1− n
)






























ここで大文字の C と S は Mx にのみ登場し，
C ≡ cos (√1− n α) , S ≡ sin (√1− n α)
小文字の c と s は My のみに登場し，
c ≡ cos (√n α) , s ≡ sin (√n α)
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であり，t1 と t2 は Mx，My の両方に関係し，




ここで n →0 とすれば当然 n = 0 の場合になる。computer で transfer matrix を計算す











１でのベクトル x1 に輸送行列 M が作用して、中点でのベクトル x2 が作られるとする。時
間を反転して考えると、今度は逆に x2 に作用して x1 を与える行列 MR を作れば良い。この












x2 =M x1, x˜1 =MR x˜2
original transfer matrix を M とすると鏡映場の transfer matrix MR は
MR =
 1 0 00 −1 0
0 0 1
 M−1
 1 0 00 −1 0
0 0 1















へ曲げたい時，ρ が増す方向を x の向きとしたが，これがひっくり返る。基準ベクトルが





 −1 0 00 −1 0
0 0 1
 M
 −1 0 00 −1 0
0 0 1

これらの Transfer matrix を用いれば色々なビーム光学系の設計ができるが，注意すべき
点を幾らか挙げておこう。
1. momentum matchingを行うか行わないか Dispersion matching
2. kinematic shiftをどう逃げるが
3. focal planeが直線に近いか → focal planeは長いか短いか
4. beamは focal planeに直角に入るか
5. focal plane上での必要な位置分解能はいくらか
6. TOFを利用するかしないか
dispersion matchingと kinematic shiftについて
ヨコ方向の収束性を考える時，今までは x , x′ , δ の３つを独立な量として扱ってきたが，
現実にはこの３つが独立でない場合が知られている。δ が x の函数である場合と δ が x′ の
函数の場合である。




いる。焦点面に slit を置いて P0 の運動量を持ったイオンだけを使うのも一つの方法である




を考えれば良い。beam transport 系でこの様なアイデアを実現した物を achromatic なビー
ム輸送系と呼んでいる。一方上記焦点面に標的を置き、この標的から放出された２次粒子の
運動量分析をするスペクトログラフの焦点上に上記図の３つの異なる運動量に対応した散乱







右から (x, x′, δ)T というベクトルのが、第１装置に入謝したとする。図では、x = 0、
運動量が異なる３種のビームであるとして、描いている。第１装置の輸送行列の第１行
成分を (M, 0, D) だとすると、運動量の異なる３個の中間像を結び、第２装置へ導か
れる。第２装置の輸送行列の第１行目を (M ′, 0, D′) とすると、出口でのベクトルは、
(M ′,M x + (M ′D +D′)δ, ?, δ)T となる。そこで、M ′D +D′ = 0 と設計出来ていると、入
口でのビームの持つ運動量の大きさの幅の効果を最小に押える事が可能になる。
ii) δ が x′ の函数の場合
一次イオンの運動量が一定でも，反応後放出される二次イオンの運動量は，標的残留核の質






kinematic shift の簡単な対策の一つは focal plane detectorを反応と散乱角によって動か
す事である。検出器系が複雑な時にはこれはあまり利口な方法ではないが，加速器センター
の ESP-90ではこの方法をとっている。
他の方法は Q-lens の様な中心軌道の左右で反対称な要素を導入することである。n 6= 0
dipole field や小さな扇形場でも kinematic correction は可能である。
二次粒子運動量の local な角度依存性を P (Θ) = P (Θ0)+K(Θ−Θ0)、K ≡ ∂P
∂Θ
とおくと，
散乱イオンを記述するベクトルは (x , x0′ , δ +K x0′) となるから，focal plane 上での位置は
xf =M11 x+ (M12 +KM13)x0
′ +M13 δ
となり，収束条件は M12 = 0 の変わりに M12 +KM13 = 0 となる。K が散乱角や反応に
依るから，M12 も調節可能にしておかなければならない。散乱角で dispersion が異なるのは
好ましくないから M13 を変えるのはまずい。
focal planeの傾きについて
target を (x = 0 , ±x′ , δ) で出たイオンの軌跡を考えてみる。
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中心軌道は (x = 0) に収束しているとする。この Z = 0 の位置での δ 6= 0 イオンの位置と
傾きは
xf
± = ±M12 (ρ+∆ρ)x′ +M13(ρ+∆ρ)δ
x′f
±
= ±M22 (ρ+∆ρ)x′ +M23(ρ+∆ρ)δ
で与えられるから，点 (xf± , Z = 0)を通る傾き x′f












と解ける。δ = 0 のイオンに対しては収束性が実現しているならばM12(ρ) = 0であるから


















と書ける。ここで ∆ ρ = ρ δ を使った。
M12 が ρ に依存しないと検出器に直角にイオンが入ってきて一般には好都合である。
運動量が δ だけ異なるイオンは M13 δ だけ異なる位置にM11S だけの巾で結像する。ここ


















物点と像点を記述するパラメータを (x0 , x′0 , δ)，(xi , x′i , δ) とすると
xi = f(x0 , x
′
0 , δ)
という関係式がある。f は光学系の解析から与えられる。例えば transfer matrix の積とし
てこの関数 f が与えられると，像点での強度分布が簡単に計算できる。
物点の大きさは充分小さいとして，ここから x′0 方向の微小角範囲 dx′0 に放出されるイオン





































line spectrumの形は、この ρi(xi) を x0 に固定し，系の acceptance angle にそって積分すれ













参考文献 松田久 質量分析、 No 25(1964) 47, No26(1964) 105, No 27(1964) 165, No
29(1965) 59, No 30(1965) 123.
円筒対称な電磁場は、円筒座標 (r, φ, z) を用い、スカラーポテンシャル ψ とベクトルポテ
ンシャル Aφ, (Ar = Az = 0) を用いて与えられる。
Hr = −∂Aφ
∂z












1 ∇× E = 0
2 ∇ · E = 0
3 円筒対称性





中心軌道の曲率半径を R0 、z 座標を ０とし、場は z = 0 面に関して上下に面対称であると
仮定する。近軸光線を仮定し、
r = R0 (1 + ρ), z = R0 ζ
と書き、無次元の独立変数 ρ, ζ を導入する。z = 0 面での磁場を次の様に ρ を用いて展開
する。
Hz(r, 0) = H0 (1 + n1 ρ+ n2 ρ
2 + n3 ρ
3)
Hr(r, 0) = 0
円筒対称性を仮定したから、φ 依存性は書いていない。z 6= 0 では、Hz は z の偶関数である
から、O(３次)迄では
Hz(r, z) = H0{(1 + n1ρ+ n2ρ2 + n3ρ3) + ζ2(α+ βρ)}
















= n1 + 2n2ρ+ 3n3ρ
2 + βζ2
この式を積分すると、
Hr(r, z) = H0{(n1 + 2n2ρ+ 3n3ρ2)ζ + βζ3/3}
α, β の形を決めるために、∇ ·H = 0 を利用する。









(n1 + 2n2ρ+ 3n3ρ
2)ζ + β ζ3/3 + (1 + ρ){(2n2 + 2α)ζ + (6n3 + 2β)ρζ} = 0
この式の O(ζ) の係数を取り出すと、
n1 + 2n2 + 2α = 0, 即ち α = −n1/2− n2
O(ρζ) の項より、
4n2 + 2α+ 6n3 + 2β = 0, 即ち β = −2n2 − α− 3n3 = n1/2− n2 − 3n3
O(３次)の項は、上で仮定したよりも高次の項からの寄与もありうるので、ここでは、これ以
上には考えない。結局、以下の様に決定された。
Hz(r, z) = H0 [(1 + n1ρ+ n2ρ
2 + n3ρ
3)− ζ2{(n1/2 + n2) + (n2 + 3n3 − n1/2)ρ}]
Hr(r, z) = H0 [(n1 + 2n2ρ+ 3n3ρ
2)ζ + (n1 − 2n2 − 6n3)ζ3/6]
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(r Aφ), Hr = −∂Aφ
∂z
を利用する。Hr が ζ の奇関数であるから、Aφ は ζ の偶関数である。
Aφ(r, z) = R0H0
[
(A+Bρ+ Cρ2 +Dρ3 + Eρ4) + ζ2(F +Gρ+Hρ2) + Iζ4
]
と、Aから I迄の展開係数を用いて展開したとすると、
Hr(r, z) = − ∂Aφ
R0∂ζ
= −H0{2ζ(F +Gρ+Hρ2) + 4 Iζ3}
= H0 [(n1 + 2n2ρ+ 3n3ρ
2)ζ + (n1 − 2n2 − 6n3)ζ3/6]
この式の両辺を比較する事により、















A+Bρ + Cρ2 +Dρ3 + Eρ4 + · · ·
= (1 + ρ) {1 + n1ρ+ n2ρ2 + n3ρ3 + · · · − (B + 2Cρ+ 3Dρ2 + 4Eρ3 + · · · )}
= (1 + ρ){(1−B) + (n1 − 2C)ρ+ (n2 − 3D)ρ2 + (n3 − 4E)ρ3 + · · · }
この式の展開係数を比較し、
A = 1−B, B = n1−2C+(1−B), C = n2−3D+(n1−2C), D = (n3−4E)+(n2−3D)
これらの式には、自由度があるから、A = 1/2 ととると、残りの量は確定する。
B = 1/2, C = n1/2, D = (n2 − n1/2)/3, E = (n3 − n2/3 + 2n1/3)/4
これで、すべての自由度を使いきったから、ベクトルポテンシャルは、以下の様にきまる。
Aφ(r, z) = R0H0/2 [ (1 + ρ+ n1ρ
2 + (2n2 − n1)ρ3/3 + (2n1 − n2 + 3n3)ρ4/6
−(n1 + 2n2ρ+ 3n3ρ2)ζ2 − (n1 − 2n2 − 6n3)ζ4/12]
電場の展開
磁場分布の場合と同じ様に今度は電場を展開する。但し、主成分が今度は Er となる。





z 6= 0 ならば、Er は z の偶関数であり、Ez は z の奇関数である。従って、
Er(r, z) = E0{(1 + `1ρ+ `2ρ2 + `3ρ3) + ζ2(A+Bρ)}
Ez(r, z) = E0{(C +Dρ+ Eρ2)ζ + Fζ3}








2ζ(A+Bρ) = (D + 2Eρ)ζ, D = 2A, E = B
次に、



















−(1 + `1ρ+`2ρ2 + `3ρ3)− ζ2(A+Bρ)
= (1 + ρ) {(`1 + C) + (2`2 +D)ρ+ (3`3 + E)ρ2 + (B + 3F )ζ2}
両辺の独立項の係数を比較すると、
−1 = `1 + C より、C = −(1 + `1)
−`1 = `1 + C + 2`2 +D より、 D = 1− `1 − 2`2, A = (1− `1 − 2`2)/2
−`2 = 2`2 +D + 3`3 + E より、 E = B = −1 + `1 − `2 − 3`3
−A = B + 3F より、 F = −(A+B)/3 = (1− `1 + 4`2 + 6`3)/6
独立な係数だけにしぼり込むと、電場は以下の様に書ける。
Er(r, z) = E0 {1 + `1ρ+ `2ρ2 + `3ρ3 + ζ2(1− `1 − 2`2)/2− ζ2ρ(1− `1 + `2 + 3`3)}
Ez(r, z) = E0 [{−(1 + `1) + (1− `1 − 2`2)ρ− (1− `1 + `2 + 3`3)ρ2}ζ
+ (1− `1 + 4`2 + 6`3)ζ3/6 ]
電場が計算出来ると、スカラーポテンシャルが計算出来る。
ψ(r, z) = E0R0
{
(A+Bρ+ Cρ2 +Dρ3 + Eρ4) + ζ2(F +Gρ+Hρ2) + I ζ4
}
と置いて、展開係数 A から I をきめていく。
Ez = −∂ψ
∂z
= −E0{2ζ(F +Gρ+Hρ2) + 4Iζ3}
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両辺の各項の係数を比較すると、
F = (1 + `1)/2 G = −(1− `1 − 2`2)/2





(B + 2Cρ+ 3Dρ2 + 4Eρ3) + ζ2(G+ 2Hρ)
}
からは、
B = −1, C = −`1/2, D = −`2/3,
E = −`3/4, G = −(1− `1 − 2`2)/2, H = (1− `1 + `2 + 3`3)/2.
定数 A は軌道中心でのポテンシャルの値であり、任意にとって良いから０とおく。従って、
ψ(r, z) = −E0R0 [ (ρ+ `1ρ2/2 + `2ρ3/3 + `3ρ4/4)
−ζ2 {(1 + `1)/2− (1− `1 − 2`2)ρ/2 + (1− `1 + `2 + 3`3)ρ2/2}
+(1− `1 + 4`2 + 6`3)ζ4/24 ]
まとめると、mid-plane 対称性を有する円筒対称な電磁場とポテンシャルは以下の様に、中
心軌道のまわりに展開できる。展開の自変数は次の ρ と ζ である。
r = R0 (1 + ρ), z = R0 ζ
展開係数 ` や n は field index (場の指標) と呼ばれるが、教科書によっては符号が逆の場合
もある。
磁場
z = 0 面での磁場を次の様に ρ を用いて展開する。
Hz(r, 0) =H0 (1 + n1 ρ+ n2 ρ




Hz(r, z) =H0 [(1 + n1ρ+ n2ρ
2 + n3ρ
3)− ζ2{(n1/2 + n2) + (n2 + 3n3 − n1/2)ρ}]
Hr(r, z) =H0 [(n1 + 2n2ρ+ 3n3ρ
2)ζ + (n1 − 2n2 − 6n3)ζ3/6]
従って，ベクトルポテンシャルは，
Aφ(r, z) = R0H0/2 [ (1 + ρ+ n1ρ
2 + (2n2 − n1)ρ3/3 + (2n1 − n2 + 3n3)ρ4/6
−ζ2(n1 + 2n2ρ+ 3n3ρ2)− ζ4(n1 − 2n2 − 6n3)/12 ]
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電場
z = 0 面での磁場を次の様に ρ を用いて展開する。
Er(r, z)= E0 {1 + `1ρ+ `2ρ2 + `3ρ3 + ζ2(1− `1 − 2`2)/2− ζ2ρ(1− `1 + `2 + 3`3)}
Ez(r, z)= E0 [{−(1 + `1) + (1− `1 − 2`2)ρ
−(1− `1 + `2 + 3`3)ρ2}ζ + (1− `1 + 4`2 + 6`3)ζ3 ]
対称面からはずれた位置では、
ψ(r, z) = −E0R0 [ (ρ+ `1ρ2/2 + `2ρ3/3 + `3ρ4/4)
−{(1 + `1)− (1− `1 − 2`2)ρ+ (1− `1 + `2 + 3`3)ρ2} ζ2/2











原点 O から上向きに z 軸は出ている。即ち、z 軸が円筒対称な場の対称軸を与えている。
中心軌道は、O から距離 R の位置にあり、点 A と名前が付けてある。mid-plane 上の代表
点 P は、A から Rρ だけ離れた位置にある。太い直線で描かれた上下の磁極は平行ではな
く、E、F の延長線は中心軌道から距離 a の位置で対称面との交点を持つ。点 A と P での磁
場の強さを比較すると、
H(A) ∝ 1/a, H(P ) ∝ 1/(a+Rρ)
であり、比例係数は共通であるから、

















z 軸と r 軸を認識した上で、円筒対称な電極は太い実線で描かれているとする。その rz
面で切った断面の曲率半径を a, c とする。イオンの中心軌道は z 軸から、半径 R の位置
にある。z 軸に直交する面内 (上下対称面内) での中心軌道の曲率半径も R である。２枚の
電極にはさまれた空間での等ポテンシャル面は、z = 0 の近くでは２次曲線で近似出来る。
r = R(1 + ρ), z = Rζ を通る等ポテンシャル線は、次式を満足する。
ρ+ `ρ2/2− (1 + `)ζ2/2 = const.











xy 面内で、曲線 x(t), y(t) が与えられた時、この曲線の曲率 κ は



























これから、R/b = −(1 + `) 又は、` = −(1 + R/b) 更に、b = (a+ c)/2 と近似すると、円筒




























に代入し、E や H の定義を用いると、










mz¨ = eEr − e
c
rφ˙Hr



































v′ = v0(1 + β), r1 = ae(1 + ρ1), r1φ˙0 = v′ cosα′r cosα
′
z
















{ρ1 + `1ρ21/2− (1 + `1)ζ21/2}
= v20 {(1 + β)2 − (2ρ1 + `1ρ21 − (1 + `1) ζ21 )}
従って、






































= 1− x+ x2 − · · · , {1 + x}1/2 = 1 + x/2− x2/8 + · · ·
時刻 t を消去して、軌道方程式とする
動径方向の運動方程式をもう一度書いておくと、

















































r = ae(1 + ρ)




{ 1 + β − 2ρ+ 3ρ2 − (3 + `1)ρ21/2 + (1 + `1)ζ21/2









= 1 + ρ







{ 1− 2β + 4ρ+ 3β2 − 8βρ+ 6ρ2 + (3 + `1)ρ21









1 + `1ρ+ `2ρ
2 + (1− `1 − 2`2)ζ2/2
}× {φ˙−2}
= −{ 1− 2β + 4ρ+ 3β2 − 8βρ+ 6ρ2 + (3 + `1)ρ21
−(1 + `1)ζ21 + (α′r2 + α′z2)− 4βρ1 + `1ρ− 2`1βρ
+(4`1 + `2)ρ
2 + (1− `1 − 2`2)ζ2/2 }
= −1 + 2β − (4 + `1)ρ− 3β2 + 2(4 + `1)βρ
−(6 + 4`1 + `2)ρ2 − (3 + `1)ρ21 + (1 + `1)ζ21 − (α′r2 + α′z2)












(1 + 2β − 3ρ)ρ˙ = −2v0
ae





(1 + 2β − 3ρ)v0
ae

































− 3β2 − (α′r2 + α′z2)− (6 + 4`1 + `2)ρ2 − (3 + `1)ρ21























{1− 2β + 4ρ} eE0
mae
{−(1 + `1)ζ + (1− `1 − 2`2)ρζ}





































= −(3 + `1)ρ+ 2β
d2ζ
dφ2
= (1 + `1)ζ
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動径方向の解を処理する為に、新しいパラメータを導入する。














sin (κr φ) + {1− cos (κrφ)} δ + ρ1 cos (κr φ)














+ κ2rρ = f(φ)
ここで、右辺は以下の φ の関数である。
f(φ) = A1 sinκrφ+ A2 cosκrφ+ A3 sin
2 κrφ+ A4 cos
2 κr
+A5 sin 2κrφ+ A6 sin 2κzφ+ A7 cos 2κzφ+ A8





(1 + κ2r + 2C)α
′
rβ, A2 = 2(1 + κ
2
r + 2C)(βρ1 −D)
A3 = Cα
′2


































A ≡ −(6 + 4`1 + `2), B ≡ −(1− `1 − 2`2)
C ≡ A
κ2r




ρ = C1 sinκrφ+ C2 cosκrφ+ φ (C3 sinκrφ+ C4 cosκrφ)
+C5 sin
2 κrφ+ C6 cos
2 κrφ+ C7 sin 2κrφ
+C8 sin 2κzφ+ C9 cos 2κzφ+ C10
C3, C4 という項の存在に注意せよ。この項は、円形加速器ではイオンが歳差運動をする項と
して要注意の項である。この解を上の方程式に代入し、独立項の係数を比較して、展開係数を





















































ρ(φ = 0) = ρ1 = C2 + C6 + C9 + C10
dρ
dφ
(φ = 0) = κrC1 + C4 + 2κrC7 + 2κzC8 = (1 + ρ1)α
′
r
これらの式から C1, C2 はきまる。
場の出口での値と輸送行列要素







































































(1− 2C) cosκrΦ + (2 sin2 κrΦ− 1) + A
κ2r










































































































































































E1 = cosκrΦ, E2 =
2
κr







































































































































Ci (i = 1, · · · , 10) の非零要素の登場具合輸送行列へどの項が寄与しているかの判断材料とし
ての意味があるだろう。




α′2r Y Y Y Y
β2 Y Y Y Y Y
α′2z Y Y Y
ρ21 Y Y Y Y
ζ21 Y Y Y
α′rβ Y Y Y
α′rρ1 Y Y



















































1 + ρ1 + n1(ρ
2






= (1 + 2ρ1 + ρ
2
1)(1− 2ρ+ 3ρ2)
= 1− 2(ρ− ρ1) + (3ρ− ρ1)(ρ− ρ1)
第２項
1 + ρ+ n1ρ
2 − n1ζ2
1 + ρ
= (1− ρ+ ρ2)(1 + ρ+ n1ρ2 − n1ζ2)
= 1 + n1(ρ
2 − ζ2)
第３項
(1 + ρ1){1 + ρ1 + n1(ρ21 − ζ21 )}
(1 + ρ)2
= (1− 2ρ+ 3ρ2)(1 + ρ1){1 + ρ1 + n1(ρ21 − ζ21 )}
= 1− 2ρ+ 2ρ1 + (3ρ− ρ1)(ρ− ρ1) + n1(ρ21 − ζ21 )
これらの式を代入すると、










































+ ρ21 − βρ1)
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(ζ2 − ζ21 )− 2βρ+ βρ1 }
運動方程式をもう一度書くと、








Hz = H0 {1 + n1ρ+ n2ρ2 − (n1 + 2n2)ζ2/2}





1 + ρ+ n1(ρ





{ 1 + β − ρ− (α′2r + α′2z )/2 + (n1 + 3)ρ2/2− (n1 + 1)ρ21/2


















































{ 1 + β + ρ+ (α′2r + α′2z )/2− (n1 + 1)(ρ2 − ρ21)/2
+n1(ζ



















= 1 + ρ
第３項では






− (1 + 3n1 + 2n2)ρ2/2− (1 + n1)ρ21/2















− β2 − (1 + 3n1 + 2n2)ρ2/2








− n1βζ + 4n2ρζ
注意：これらの運動方程式で β = 0 とし、１次近似に持ち込むと、
d2ρ
dφ2




であるが、この式は (1 + n1) > 0, n1 < 0 又は −1 < n1 < 0 という条件に対し縦及び
横の両方向に対して振動解を与える。即ち、イオンは発散しない。古典的なサイクロトロン






















但し、κ2r = 1 + n1, κ2z = −n1 と置いた。
これらの解から１次の輸送行列を書き下すのは、単純作業となる。先に提示した n 6= 0 と







+ κ2rρ = A1 sinκrφ+ A2 cosκrφ+ A3 sin
2 κrφ+ A4 cos
2 κrφ+ A5 sin 2κrφ
+A6 sin 2κzφ+ A7 cos 2κzφ+ A8














































































ρ = C1 sinκrφ+ C2 cosκrφ+ (C3φ sinκr + C4φ cosκr)φ+ C5 sin
2 κrφ+ C6 cos
2 κrφ
+C7 sin 2κrφ+ C8 sin 2κzφ+ C9 cos 2κzφ+ C10
この表現を運動方程式に代入し、個別の三角関数の係数を比較すると、C3 から C10 の係数







































































































































































































この内、１次小の量は C1 の α′r、 C2 に含まれる β と ρ1 及び C10 の β だけである。次に
磁石の出口での位置と角度を与える式を φ = Φ に於いて書き下す。
ρ2 = ρ(φ = Φ), α
′′































































































































































































































E1 = cosκrΦ, E2 =
1
κr
sinκrΦ, E4 = −κr sinκrΦ






























































































































次には、斜め入・出射の話が来る。参考文献としては、R,M, Helm 著の SLAC report が
ある。かなり入力に飽きてきたので、結果だけを書くことにしよう。
入射側だけを書くが、出射側でも同じ作業をすれば良い。
1 ρ1 は以下で定義される ρ¯1 とする。













∆Φ′ = (ρ1 − ρ21) tan ²′ + α′rρ1 tan2 ²′










もう一つは、floating wire method と呼ばれる、実験的な手法である。
基準となるイオンの運動方程式















Shanks の公式や Fehlberg の公式を使用すればよい。
ベクトルを成分で次の様に書こう。
P0 = (P0x, P0y, P0z), r0 = (r0x, r0y, r0z), B0 = (B0x, B0y, B0z)
イオンの運動がある面内に限られ、この面を x-z 面だとする。
P0 = (P0x, 0, P0z), r0 = (r0x, 0, r0z)
即ち、y0 = dy0/dt = 0 が常に成立する。













但し、中心軌道上のイオンの出発点で、s0 = 0 とする。x-z 面での軌道の曲率 k を導入する。
k = − q
P0
B0y









































図で、ref. ray と書いたのが中心軌道であり、原点から r0 の位置を通る。arb. ray と書い
たのが、近軸光線であり、原点から r の点を通る。局所座標系は、点 r0 での中心座標におけ
る 接線、主法線、陪法線の方向に座標軸をとり、その単位ベクトルを、図のように t、n、b
で表す。
B = B1n+B2b+B3t, P = P1n+ P2b+ P3t = P0 δP, r = r0ξn+ ηb+ ζt = r0 + δr
ここで、δP は無次元で大きさが１程度のベクトルであり、δr は、１次の微小量のベクトル
である。











































 = α q
 P2B3 − P3B2P3B1 − P1B3
P1B2 − P2B1
+











 τη − kζτξ
kξ − 1





この値は、s0 と s にどのような対応関係をつけるか決めないと計算出来ない。そこで、次
の様に決める。即ち、r0 を決める時、r は (n, b) 面と近軸光線の交点に選ぶ。こうすると、







αP3 + kξ − 1 = 0, 又は, α = 1− kξ
P3























































調べる。適当に原点をとり、そこから針金に沿っての長さが、s, s+ ds できまる微小部分に
注目する。張力に起因する力、FT は、
FT = T(s)−T(s+ ds) = −dT
ds
ds











FB = I ds×B
仮定より、磁場はこの面に垂直にかかっているから、陪法線ベクトルを bとすると、b = t×n
であり、B=Bb、ds = dst と書けるから、





ここで、電流 I と張力 T は s に依存せず一定であるから、点 s での磁場 B(s) が与えられる
と、針金の曲率は、この式で与えられる。一方、運動量 P、電荷 q のイオンの、曲率半径が
ρ とすると、











出発点：スピン I を持つ粒子の磁気能率 ~µ は次式で与えられる。
~µ = γ I
ここで、γ は gyromagnetic ratio と呼ばれる。この式が理解出来ない人は、角運動量の理論







µ = |~µ| を一定とし、B が与えられた時、この方程式を解けば良い。この式は、~µ の時間的
な変化の割合が ~µ 及び、B に、直交していると言っている。
もしも、B が時間的に変化しなければ、~µ の B に平行な成分は、時間的に変化しない。
d
dt
(~µ ·B) = B · d~µ
dt
= γB · (~µ×B) = 0












− ~ω × ~µ = γ ~µ×B− ~ω × ~µ = γ~µ× (B+ ~ω/γ)
見掛け上、磁場が B から、 Beff = B+ ~ω/γ と変化したように見える。ここで、~ω = −γB
と選ぶと、回転系では d~µ/dt)ω = 0 だから、磁気能率は静止している。即ち、実験室系では
















2 cosω1 tex = (cos ω1 tex + sinω1 tey) + (cos ω1 tex − sinω1 tey)





= γ~µ× (B0 + ~ω/γ +B1)
従って、~ω0 = −γB0 という回転系では、スピンは B1 のみを見る。ここで、もしも ω1 = ω0
と選ぶと、B1 は、回転系では固定場と、角速度が 2ω1 で回転する磁場の重ね合わせとなる。
高速 (2ω1) で回転する磁場の効果は無視すると、磁気能率はこの固定場を回転軸としてゆっ





実際の磁気共鳴装置では、反転する時には rf 磁場 B1 からエネルギーを貰うが、元に戻る
時には、環境との相互作用によりエネルギーを外部に放出させる。これにより、磁気能率はい
つも rf 場からエネルギーを貰うように工夫する。
AVF サイクロトロンやシンクロトロンの主磁場 B0 に直交した磁場成分をB1 だと考えて、



















する。実用的な文献として、Morse and Feshbach 著 Methods of Theoretical Physics, vol 2,
Chap. 10.2 を挙げておこう。
Schwartz-Christoffel の変換を利用する例を二つ、引用しておこう。
１) ２次元のコンデンサーの問題。w 平面上の点 A、B、C、D を z 平面上の点 A’, B’, C’,
D’ に移す変換を取り上げる。











A −∞+ i? −∞ pi
B 0 + ia −1 −pi
C −∞+ i?? 0 +pi














上の対応関係から、定数は z1 = −a/pi, z0 = a/2pi ときまる。w 平面上の原点に立てた針金




{2ψ + 1− exp 2ψ}
適当に記号を入れ換え、定数項を除くと、




























ここで、x = L/(磁極間隙) であり、L は磁極から、外へ向かう距離である。展開係数 sn は
次の様になっている。
n 0 1 2 3
0.7333497 1.109199 -0.4691765 0.1646631
n 4 5 6 7
-3.046726E-2 2.985638E-03 -1.468321E-4 2.851340E-6
参考文献では、数値に一部欠落があったが、これは補っておいた。





















い平面では、上半面に移る。その結果、AB と BC に対応する電極は、直角双曲線となる。新
しく作られた、二つの直角双曲線を、下半面に鏡像の形で作ると、全体としては、磁気的 Q
lens と同じ配置となる。結局新しく作られた図は、磁気的 Q lens と同じであるが、電位の掛
け方が、上の二つの電極では正、下の二つの電極では負という具合になる。







∇2u(x, y, z) = 0
69
以下の性質を持つ。
u(x, y, z) =
1
3
{ {u(x+ h, y, z) + u(x− h, y, z)}/2
+ {u(x, y + h, z) + u(x, y − h, z)}/2










ζ − z dζ


































を取り上げて考えれば良い。実線の交点での電位を図の様に a,b,c· · · j と書く。問題より、
a = b = c = d = 0, j = 1 とし、以下の等式が成立する事を要求する。
e = (b+ f + b+ f)/4, f = (c+ h+ e+ g)/4, g = (d+ i+ f + g)/4
h = (f + i+ f + i)/4, i = (g + j + h+ i)/4
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実際には、収束を加速するために、以下の様に, 変数 λ を導入して式を変形する。格子点
(i, j) での電位を u(i, j) と記す。
unew(i, j) = uold(i, j)+λ




和 (Successive Over relaxation , SOR) と呼ばれる。λ は１よりも少し大きな値をとる。但
し、λ が大きすぎると発散する。






∇2φ = 0 のグリーン関数を G(r, r′) とする。即ち、∇2G(r, r′) ＝δ(r − r′) を満足する関数
G(r, r′) を一つ持って来る。当然、∇ は r に関する微分を表し、r’ は定ベクトルである。








G(r, r′)ρ(r′)d v′ +
∫


















境界面を M 個の小曲面 Sj, (j = 1, · · · ,M) に分割し、各小曲面では ψ のみ、又は電場の法
線成分 dψ/dn のみが与えられていると仮定しよう。次に、小曲面上に nj 個の点をとり、こ
の点での ψ と dψ/dn の値を ψi,j、ψ′i,j (nj = 1, 2, · · · , nj) と書く。
数値積分の公式は、各点での関数値に、ある荷重 w を掛けて加える事で数値積分が実行で
きると教えている。従って、∫











i,j G(i, j; r)
と書ける。ここで、G(i, j; r), G′(i, j; r) は計算可能であり、ψi,j, ψ′i,j のどちらかは未知数で
あり、他方は与えられている。ポテンシャルを計算すべき点、r を、境界表面上のどれかの点
(`,m) ととると、 ∫
ψ(r)∇2G(r, r′) dv′ = Ω`,m
4pi
ψ`,m




ψ`,m = ρ`,m +
∑
i,j






G(i, j; `,m) = G(i, j; r`,m)
72
等。簡単の為に、(i, j)の足をまとめて、J と書き、fJ = ψi,j、f ′J = (ΩJ/4pi)ψi,j 及び gJ = ψ′i,j
というベクトル記号を導入すると、















指導原理としては、Ritz 法と Galerkin 法がある。
Ritz 法




{(∇v)2 − 2 v f}
面倒だから、積分記号は書いたが、積分変数等は全て省略している。u, v, f 等はすべて r の
関数である。I(v) は、v が、上で与えた Poisson 方程式の解になった時に、最小値をとる。








w{∇2 v + f} = 0
この式が、任意の w に対して成立するのは、v が与えられた Poisson 方程式の解である場合である。
































∇2u + f = 0 が成立するならば、u の定義域で定義された、任意の積分可能な関数 g に対し
て、次の関係式が成立する。
g(∇2u+ f) = 0,
∫
g(∇2u+ f) = 0

























J a+ k = 0
ここでは、二つの基底を導入したが、両者は同一でも良い。







∇×H = i を積分すれば良い。鉄芯があると、鉄材中では H の値が 1/µrel に小さくなる
ので、第０近似としては、この部分からの線積分は無視出来る。この近似では、磁極間隙を g
とすると、強さ B の磁束密度を発生させるには、NI = B g/µ0 だけの起磁力を必要とする。
µ0 は、真空の透磁率である。
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g = 0.1m, B = 1Tesla, µ0 = 4pi/10
7 H/m だとすると、NI = 8 × 104AT という起磁
力が必要である。即ち、１０００アンペアの電流を８０回巻きのコイルに流す必要がある。
２) 継鉄。
継鉄の設計には、１) 磁気的飽和と ２) 力学的強度について、注意しておこう。
磁気的飽和に関して、磁気回路と磁気抵抗という概念を知っていれば多分大丈夫だろう。
力学的強度に関しては、上の計算例をもう一度引用しよう。磁極の面積を 1m2 だとする。





× 0.1 = 4× 104 [J ]
磁極間の引力は、約 ４０トン重となる。
この磁極間隙を真空に排気すると、更に１０トン重の力が加わる。これだけの引力に耐え







































友人から、渦電流の時定数の勘定をしてみたら · · · という,話題提供をうけたので、ここに、
簡単に記録しておこう。
Maxwell の方程式を以下の通りとする。
∇ ·D = ρ, ∇ ·B = 0, ∇× E = −∂B
∂t
, ∇×H = i+ ∂D
∂t
構成方程式は、
D = ²E, B = µH




∇×∇×H = ∇× i+ ² ∂
∂t

















H = H0 e
(ik·r−λ t)


















² = 10−11 F/m, σ = 108 (Ωm)−1, k = 1m−1, µ = 103 × 4pi
107
= 10−3H/m














参考書としては、Slichter と Abragam の教科書を挙げておこう。Slichter の教科書の方が易
しいが、物理屋には丁寧過ぎると思う。




間の遷移を起こさせ、その時に吸収される高周波磁場の周波数を測定する。2µpB = ~ω と
し、上の陽子磁気能率の値を用いると、f = ω/2pi = 42.612 · · · [MHz]/T という周波数にな
る。トランジスタを用いて作れる周波数帯域の回路である。周波数読み取りに１秒間使用し














この NMR の吸収信号に固定しておいて、人為的に参照 timing をずらす。このようにする
と、制限はあるが、時間的に任意の構造を持つ磁場を発生させる事が可能である。
















Hall element と書いた部分は、平面状に加工された半導体である。この Hall element に直
流電流 I を流す。この Hall element の面に直交する様に外部から磁場 B をかけると、図の








































磁場分布を人為的に制御するために、return yoke と pole piece 間に空隙 ( shim gap/ homogenizer gap と
呼ぶ人もいた)を設けるという案が検討されたが、成功したという報告は聴いていない。
一方、電場の形を整えるのは、数値計算さえ出来るならばかなり易しいと思う。
電極形状をこった形にするのでなく、付加的な電極を追加し、この付加電極に可変電圧を掛けるのが良いだ
ろう。
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